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Лекція 1. Елементи лінійної алгебри 

 

1.1. Визначники, їх властивості та обчислення 

 
План 

1. Визначник, мінор, алгебраїчне доповнення. 

2. Основні властивості визначників. 

3. Методи обчислення визначників. 

 

1.1.1 Визначник, мінор, алгебраїчне доповнення 

 
Розглянемо систему рівнянь, яка має п – рядків і п – невідомих: 
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Де 𝑎𝑖𝑗- числові коефіцієнти перед невідомими 𝑥𝑗, 𝑖 – номер рядка, 𝑗 – номер 

стовпця (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛). 

Така система має числову характеристику, яка називається визначником (або 

детермінантом  det)  і позначається 
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Кількість рядків і стовпців визначає порядок. Даний визначник має порядок п. 

Елементи, у яких номер рядка і стовпця співпадають  (𝑎𝑡𝑡) утворюють головну 

діагональ визначника. 

Мінором визначника  порядку п  називається визначник (п-1) порядку, який 

отримуємо в результаті викреслювання з визначника   і – того рядка і к – того 

стовпця. Позначають kiM . 

Приклад: 

333231
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Алгебраїчним доповненням елемента ika  називається величина   ik

ki
M


1 : 

  ik

ki

ik MA


 1 . 

Приклад: 
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M       
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23 11
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MA 


. 
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1.1.2 Основні властивості визначників 

 
1) значення визначника не зміниться, якщо його рядки замінити відповідними 

стовпцями; 

2) якщо поміняти місцями два відповідних рядка визначника, то результат змінить 

знак на протилежний; 

3) визначник з двома однаковими паралельними рядками дорівнює нулю; 

4) якщо елементи деякого рядка (або стовпця) мають спільний множник, то його 

можна виносити за знак визначника; 

5) якщо всі елементи деякого рядка дорівнюють нулю, то визначник дорівнює 

нулю; 

6) визначник, у якого елементи двох паралельних рядків пропорційні, дорівнює 

нулю; 

7) визначник не зміниться, якщо до елементів якого – небудь стовпця (рядка) додати 

відповідні елементи іншого стовпця (рядка) помножені на одне і те ж число; 

333231

232221

131211
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  . 

8) якщо кожний елемент якого – небудь стовпця є сумою двох доданків, то 

визначник дорівнює сумі двох визначників, у яких стовпцями є відповідні 

доданки, а решта збігається з стовпцями заданого визначника:  

               
2221
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. 

 

 

 

1.1.3 Методи обчислення визначників 

 
1. Визначники 2го – порядку дорівнюють різниці добутку елементів головної 

і допоміжної діагоналей.  

 

∆= |
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
| = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21. 

 

2. Визначники 3го – порядку обчислюються за правилом Саррюса (правило 

трикутників). 
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3. Обчислення визначників (третього та вищих порядків) розкладанням за 

елементами і - рядка або j - стовпця. 

 

Теорема: визначник дорівнює сумі добутків елементів якого – небудь рядка 

(стовпця) на їх алгебраїчні доповнення, тобто  ikik Aa  або  ikik Aa . 

Розкладання визначника  4 – го порядку за елементами 2 – го рядка: 
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4. Обчислення визначників методом ефективного зниження порядку. 

 

Використовуючи основні властивості визначників, обчислення визначника 

0n  завжди можна звести до обчислення визначника (п-1)-го порядку, зробивши 

в якому – небудь рядку (стовпці) всі елементи рівні нулю, крім одного. 

Приклад: 






3021

4152

1321

2142

зробимо нулі в третьому стовпці: для цього 

елементи першого і четвертого рядка залишаємо без зміни; елементи першого  рядка 

множимо на 3 і додаємо до відповідних елементів другого рядка і записуємо в 

другому рядку; відповідні елементи першого і третього рядків додаємо і записуємо 

в третьому рядку =   





321
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7145
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3021

6094
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31  зробимо нулі в третьому рядку: 

для цього елементи першого стовпця залишаємо без зміни; елементи першого  

стовпця множимо на 2 і додаємо до відповідних елементів другого стовпця і 

записуємо в другому стовпці;  елементи першого стовпця множимо на -3 і додаємо 
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до відповідних елементів третього стовпця і записуємо в третьому стовпці 

    16824
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5. Метод зведення визначника до трикутного вигляду. 

 

Використовуючи основні властивості визначників, обчислення визначника 

0n  зводимо  визначник до трикутного вигляду, тоді значення визначника 

дорівнює добутку його діагональних елементів. 
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Контрольні запитання 

 

1. Що  називається  визначником,  мінором визначника, алгебраїчним 

доповненням? 

2. Назвіть основні властивості визначників. 

3. Сформулюйте методи обчислення визначників і поясніть їх суть. 
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1.2. Матриці. Дії з матрицями. Обернена матриця. Ранг 

матриці. Методи розв’язування систем лінійних 

рівнянь 

 
План 

1. Матриці. 

2. Дії над матрицями. 

3.Обернена матриця. 

 

 

1.2.1 Матриці 
 В техніці дуже часто зустрічаються випадки, коли треба розв’язати систему 

рівнянь, яка містить 1000 і більше невідомих. Зараз це здійснюється за допомогою 

комп’ютерної техніки, в основі якої лежать стандартні методи розв’язання цих систем 

рівнянь. 

В загальному вигляді система рівнянь записується так: 
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де   𝑛 – кількість невідомих,  𝑚 – кількість рівнянь системи,  𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛 - невідомі,  

𝑎11, 𝑎12, 𝑎13, … , 𝑎𝑚𝑛 -  коефіцієнти при невідомих, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 , … , 𝑏𝑚 - вільні члени. 

Запишемо таблицю, складену з коефіцієнтів  при невідомих  
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Означення. Прямокутна таблиця, складена з елементів  𝑎𝑖𝑗  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚) 

деякої множини називається матрицею. 

Елементи матриці нумеруються двома індексами: перший і – означає номер 

рядка, другий 𝑗 - означає номер стовпця. Матриця має розмір 𝑚 × 𝑛 (m – рядків,  n - 

стовпців). 

Матриця називається числовою, якщо її елементи 𝑎𝑖𝑗- числа, функціональною, 

якщо її елементи 𝑎𝑖𝑗 - функції, векторною, якщо її елементи 𝑎𝑖𝑗 - вектори і т.д. 
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Дві матриці А і В називаються рівними, якщо  𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 (відповідні елементи 

рівні). Рівними можуть бути тільки матриці однакової розмірності. 

Матриця, у якої 𝑚 = 𝑛 називається квадратною:  
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Якщо m=1, то матриця називається матрицею – рядком: 
 naaaA 11211 ... . 

 

Якщо n=1, то матриця називається матрицею – стовпцем:  






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
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Квадратні матриці, у яких відмінні від нуля тільки елементи головної діагоналі,  

𝐴 = (

𝑎11 0 0
0 𝑎22 0
0 0 𝑎33

) 

називаються діагональними.  

 

Якщо всі елементи головної діагоналі діагональної матриці рівні між собою,  

𝐴 = (
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

) 

 

то така матриця називається скалярною.  

 

Якщо елементи діагональної матриці дорівнюють одиниці, то така матриця  

𝐴 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

 

називається одиничною.  

 

Матриця називається трикутною, якщо всі елементи розміщені вище (або  

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13

0 𝑎22 𝑎23

0 0 𝑎33

) 

 

нижче) головної діагоналі дорівнюють нулю.  
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1.2.2 Дії над матрицями 
 

1. Додавання матриць. 

 

Означення. Сумою двох матриць А і В називається матриця С, елементи якої 

дорівнюють сумі відповідних елементів матриць А і В:   

jijiji bac 
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Сума матриць визначена тільки для матриць однакової розмірності. 

 

2. Віднімання матриць. 

 

Означення. Різницею двох матриць А і В називається матриця С, елементи  

якої   дорівнюють різниці відповідних елементів матриць А і В:  

jijiji bac 
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
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



mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

C

...

............

...

...

2211

2222222121

1112121111

 
Різниця матриць визначена тільки для матриць однакової розмірності. 

 

3. Множення матриці на число. 

 

Означення. Добутком матриці А на число  називається матриця С, елементи 

 якої  дорівнюють добутку відповідних елементів матриці А на число :  

jiji ac  
 





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
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
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Приклад: 





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








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
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42

B

    

  






















25

35

101

BAC

      




















2011

111

23

BAC

       
























186

84

122

2AC
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4. Множення матриць. 

 

Матриця А називається узгодженою з матрицею В, якщо кількість стовпців 

матриці А дорівнює кількості рядків матриці В. 

Добутком матриць 𝐴𝑚×𝑛 і  𝐵𝑛×𝑘 називається матриця  𝐶𝑚×𝑘, у якої елемент 𝑐𝑖𝑗 

дорівнює сумі добутків елементів і – того рядка матриці А на відповідні елементи 𝑗 - 

того стовпця матриці В. 

 
 jikm cCC   ,     jnnijijiji bababac  ...2211 ,    mi ...,,2,1 ,    kj ,...,2,1  

                                      






















mkmm

k

k

ccc

ccc

ccc

C

...

............

...

...

21

22221

11211

 
𝑐12- означає, що елементи першого рядка матриці А перемножуються на відповідні 

елементи другого стовпця матриці В. 

Приклад. Обчислити добуток матриць   𝐴 × 𝐵. 

 














123

021
32A

    


















23

42

01

23B

 
























104

83

2221

1211

22
cc

cc
C

 
  330221111 c  
    820420112 c  

  431221321 c  
    1021420322 c  

 

1.2.3 Обернена матриця 
 

Квадратна матриця А називається невиродженою, якщо її визначник не 

дорівнює нулю: ∆≠ 0 (𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠ 0).  Якщо ∆= 0 (𝑑𝑒𝑡𝐴 = 0), то матриця називається 

виродженою. 

Тільки для невироджених матриць вводиться поняття оберненої матриці. 

Означення. Нехай А – квадратна матриця. Матриця  𝐴−1  називається оберненою до 

матриці А, якщо 𝐴 × 𝐴−1 = 𝐴−1 × 𝐴 = 𝐸. 

 























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

     























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A

...

............

...

...

1

21

22212

12111

1

 
 

де 𝐴𝑖𝑗 - алгебраїчні доповнення елементів 𝑎𝑖𝑗 визначника матриці А. 
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Приклад. Знайти матрицю  𝐴−1 , обернену до матриці А,  якщо 

  


















173

232

201

A

     

  

  21140180283

173

232

201







 

  11143
17

23
1 11

11

11 


MA

 

    462
13

22
1 12

21

12 


MA

 

  5914
73

32
1 13

31

13 


MA

 

    14140
17

20
1 21

12

21 


MA

 

  761
13

21
1 22

22

22 





MA

 

    707
73

01
1 23

32

23 





MA

 

  660
23

20
1 31

13

31 


MA

 

    642
22

21
1 32

23

32 





MA

 

  303
32

01
1 33

33

33 





MA

























375

674

61411

21

11A

 
Перевірка:          

E

AA






































































































100

010

001

2100

0210

0021

21

1

31410212109145

61484921018144

6282242420182811

21

1

173

232

201

375

674

61411

21

11

 
 

 

Контрольні запитання 

 

1. Що називається матрицею? Назвіть їх види. 

2. Які дії можна виконувати над матрицями? Покажіть на прикладах. 

3. Як знайти обернену матрицю? 


