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Лекція 3. Векторна алгебра. 
План. 

1. Системи координат (*). 

2. Лінійні операції над векторами (*). 

3. Скалярний добуток векторів (*). 

4. Векторний добуток векторів (*). 

5. Мішаний добуток векторів (**). 

6. Базис (*). 

7. Ділення відрізка у даному відношенні (*). 

 

3.1  Системи координат. 

Три взаємно перпендикулярні осі Ох, Оу, Оz, які мають спільний початок 

точку О і однакову масштабну одиницю, утворюють прямокутну декартову 

систему координат у просторі.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Якщо таких осей дві: Ох і Оу, то маємо систему координат на площині. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Осі Ох, Оу, Оz називаються відповідно осями абсцис, ординат і аплікат, 

точка О — початок системи координат. Нехай М — довільна точка в просторі або 

на площині. Декартовими координатами x, y, z точки М називатимемо відповідно 

довжини ОА, ОВ, ОС напрямлених відрізків 


.,, OCOBOA  

Таким чином, кожній точці простору відповідає впорядкована трійка чисел (x, y, 

z), а на площині — впорядкована пара чисел (x, y), тобто встановлюється 

відповідність між геометричним образом — точкою і впорядкованою множиною 

чисел 
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Полярна система координат складається з деякої точки площини О, яка 

називається полюсом, променя ОА, що виходить з цієї точки і називається 

полярною віссю. Крім того, задається одиниця масштабу для вимірювання довжин 

відрізків. 
 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

Означення. Полярними координатами точки М називаються числа  — 

відстань від полюса О до точки М і  — кут, на який треба по- 

вернути полярну вісь ОА до її збігу з ОМ, проти годинникової стрілки. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Полярний радіус   може змінюватись у межах 0 < ∞, полярний кут, як 

правило, змінюється в межах 0 < 2 . 

Зв’язок між полярними і декартовими координатами точки встановлюють 

формули: 

  

 

 

 

 

Приклад. Знайти полярні координати точки М (2, 2). 

З формули (2.1) маємо 2244  , tg = 1. Згідно з останньою рівністю 

4


 , або 
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5
 , але у = 2 > 0 і х = 2 > 0, маємо 

4


 . У полярних координатах точка 
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3.2 Лінійні операції над векторами. 
 3.2.1. Основні поняття. 

Скалярні величини характеризуються числовим значенням: маса, час і т.д. 

Векторні величини характеризуються числовим значенням і напрямом: 

швидкість, сила і т.д. 

Вектор – це напрямлений відрізок: AB , точка А – початок вектора, точка В – 

кінець вектора. 

 

 

Нульовий вектор – це вектор, у якого початок і кінець співпадають: 0AA . 

 

Довжина вектора (модуль, абсолютна величина) - це довжина відрізка, який 

зображає даний вектор: aAB  . 

Вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать на одній прямій або 

на паралельних прямих. 

Два вектори називаються рівними, якщо вони колінеарні, однаково 

напрямлені та рівні по довжині. 

Проекцією вектора AB  на вісь l називається довжина  A B  напрямленого 

відрізка  


A B  на осі l. 

 

 

 

 

 

 
 

 

Позначається проекція вектора 


AB  на вісь l — прl



AB . З малюнка випливає 

формула знаходження проекції вектора на вісь: 

прl



AB = 


cosAB , де   — кут між вектором і віссю. 

3.2.2. Дії над векторами в геометричній формі. 

 

1) добутком вектора a  на число  називається вектор, модуль якого дорівнює 

a , а напрям співпадає з напрямом вектора a , якщо 0  і протилежний 

напряму a , якщо 0 .  
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2) додавання векторів:  

 правило трикутника: ACBCAB        

                 - правило паралелограма: ADACAB   

 

 

 

 

 

 

 

3) віднімання векторів: CBACAB   

  

 

 

 

 

 

Означення. Координатами вектора називаються його проекції на осі 

координат. 

Приклад. 

 

 

 

jia 23  ,  де ji, - одиничні вектори, орти. 

 

 

 

 

 

Якщо  111 ;; zyxA  і  222 ;; zyxB , то координати вектора AB  знаходяться за 

формулою:  121212 ;; zzyyxxAB   (якщо  321 ;; aaaa  , то 2

3

2

2

2

1 aaaa  ). 

  Рівні вектори мають рівні координати. 

Довжина вектора:      212

2

12

2

12 zzyyxxAB  ,  (якщо  321 ;; aaaa  , то 

2

3

2

2

2

1 aaaa  ). 

Якщо вектори   321 ;; aaaa   і  321 ;; bbbb   колінеарні, то їх координати 

пропорційні  
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3. Дії над векторами, заданими своїми координатами. 

 

Якщо  321 ;; aaaa   і  321 ;; bbbb  , то  

1)  21; aaa    - множення вектора на число; 

2)  332211 ;; babababa   - додавання векторів; 

3)   332211 ;; babababa   - віднімання векторів. 

Властивості операцій з векторами: 

1) abba   

2)    cbacba   

3)   baba    

4)   aaa    

5)   0 aa  

6) aa 1  

7) 00 a

3.3 Скалярний добуток векторів. 

 
Означення. Скалярним добутком двох векторів a  і b  називається добуток 

модулів цих векторів на косинус кута між ними: cos baba  

Якщо вектори задані координатами   321 ;; aaaa   і  321 ;; bbbb   , то скаларний 

добуток  дорівнює сумі добутків відповідних координат:  332211 babababa  . 

 

Кут між векторами знаходять за формулою:  

 

 

 

Геометричні властивості скалярного добутку: 

1) 0 baba   (умова перпендикулярності векторів); 

2) 0
2

0  ba


  

3) 0
2

 ba
  

4) 
b
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aпр

b


  

Алгебраїчні властивості скалярного добутку:  

1) abba   

2)   cabacba   

3)    baba    

4) 
2

2 aaaa   
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
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3.4  Векторний добуток векторів. 

 
Означення. Векторним добутком векторів a  і b  називається вектор c  

(позначається bac  ), який задовольняє таким умовам: 

1) довжина вектора c  дорівнює  a  і b : sin babac , де  ba; ; 

2) вектор c  перпендикулярний кожному з векторів  a  і b : bcac  ; ; 

3) трійка векторів a , b  і c  - права: напрям вектора c  такий, що при 

спостереженні з його кінця найменший кут від a  до b  здійснюється проти 

годинникової стрілки: 

 

1)  

 

 

 

 

 

 

    Властивості векторного добутку: 

1) a  b 0 ba  (умова колінеарності векторів); 

2)  abba  ; 

3) baba   ; 

4)   cbbacba  ; 

Якщо вектори задано їхніми координатами  321 ;; aaaa   і  321 ;; bbbb  , то   

 

 

 
 

Геометричний зміст векторного добутку векторів: модуль векторного добутку 

дорівнює площині паралелограма, побудованого на сторонах як на векторах. 

 

 

3.5  Мішаний добуток векторів. 

 
Означення. Мішаним добутком векторів cba упорядкованої трійки векторів  

a , b  і c  називається число, яке дорівнює векторному добутку ba , помноженому 

скалярно на вектор c . 

                                                     cbacba   
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321
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Якщо вектори  a , b , c  задано своїми координатами  321 ;; aaaa  ,  321 ;; bbbb  , 

 321 ;; cccc  , то їх мішаний добуток визначають за формулою  

                                  

 

 

 

Властивості мішаного добутку: 

1.      bacacbcba


 . 

2.    cabcba


 . 

 

Геометричний зміст мішаного добутку векторів: модуль мішаного добутку 

векторів  a , b  і c  дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих векторах 

                                           cbaVпар   

а об’єм відповідної піраміди cbaVпір
6

1
 . 

 

 

3.6   Базис. 

 

  Означення. Лінійною комбінацією векторів kaaa ...,,, 21  з дійсними 

коефіцієнтами k ...,,, 21 називається довільний вектор kk aaa   ...2211 . 

 Якщо вектор поданий у вигляді лінійної комбінації деяких векторів, то 

кажуть, що він розкладений за цими векторами. 

   Означення. Вектори  kaaa ...,,, 21  називаються лінійно залежними, якщо 

існують такі числа k ...,,, 21 , що  0...2211  kk aaa    і  0... 22

2

2

1  k .  

Якщо рівність 0...2211  kk aaa   справджується лише при  

0...21  k ,  то вектори  kaaa ...,,, 21 називаються лінійно незалежними. 

 Два колінеарні вектори – лінійно залежні, а два не колінеарні вектори – 

лінійно незалежні. 

  Три компланарні вектори – лінійно залежні, а три не компланарні вектори – 

лінійно незалежні. Чотири вектори в тривимірному просторі завжди лінійно залежні. 

   

Означення. Базисом 21 , ee векторів на площині називається упорядкована пара 

лінійно незалежних (неколінеарних) векторів 1e  і 2e . 

Всякий вектор d  можна подати у вигляді суми 21 eed   . Числа   і   

називають координатами вектора d  у базисі 21 , ee  і пишуть  ;d , сума 

21 eed     -  розклад вектора за цим базисом.  

 
321

321

321

ccc

bbb

aaa

cbacba 
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     Означення. Базисом  321 ,, eee   у просторі називається упорядкована трійка 

лінійно незалежних (некомпларних) векторів. 

      Всякий вектор d  простору можна розкласти за базисом 321 ,, eee : 

321 eeed   ,    ,  ,   називають координатами вектора d  у цьому базисі 

пишуть   ;;d . 

Необхідна і достатня умова компланарності або лінійної залежності 

векторів a , b  і c  виражається рівністю  0cba . 

Якщо 0cba , то упорядкована трійка векторів a , b  і c  права (мал.1), а якщо 

0cba , то ліва (мал. 2). 

      

  

 

 

 

 

 

 

                               мал. 1.                                                 мал.2. 

 

 Приклад. Дано:  2;0;1a ,  1;1;3 b ,  0;1;2c . Перевірити чи утворюють 

дані вектори базис.  Якщо так, то знайти координати вектора  3;1;2d  в цьому базисі. 

 

 

1) знайдемо мішаний добуток даних векторів:  

  09

012

113

201

 cbacba , значить дані вектори некомпланарні, тобто 

утворюють базис.  

 

2) Виразимо вектор d  через вектори a , b , c : cbad    

       0;1;21;1;32;0;13;1;2    

Складаємо систему рівнянь 














.302

,10

,223







    
5

3
 ;  

3

1
 ;  

3

1
  

 

 

Отже cbad
3

1

3

1

5

3
 ,   










3

1
;

3

1
;

5

3
d  
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 3.7  Ділення відрізка у даному відношенні. 
 

Задані точки  11; yxA  і  22 ; yxB . Знайти 

координати точки  yxM ; , що лежить на прямій 

АВ і ділить відрізок АВ у відношенні 
MB

AM
 

 

 

 

 

 

ACM  MDB :  
DB

CM

MD

AC

MB

AM
         













.

,





DB

CM

MB

AM
MD

AC

MB

AM

        






















.

,





yy

yy

xx

xx

B

A

B

A

 

З першої рівності системи маємо: 
  xxxx BA    

AB xxxx    

  BA xxx  1  










1

BA xx
x  

Аналогічно з другого рівняння системи знаходимо: 









1

BA yy
y  

Отже  
























1
;

1

BABA yyxx
M  

Якщо 1 , то  
2

BA xx
x


 ,   

2

BA yy
y


  

Контрольні запитання. 

1. Що називається вектором?  

2. Які вектори називаються колінеарними? 

3. Які дії виконуються над векторами в геометричній формі? Пояснити на 

прикладах. 

4. Які дії виконуються над векторами в координатній формі? Пояснити на 

прикладах. 

5. Що називається скалярним добутком векторів? 

6. Сформулювати властивості скалярного добутку векторів. 

7. Що називається векторним добутком векторів? 

8. Сформулювати властивості векторного добутку векторів. 

9. Що називається мішаним добутком векторів? 

10.  Що називається базисом? 

11.  Які вектори називаються компланарними? 

12.  Як обчислити координати точки, яка ділить даний відрізок у даному 

відношенні? 


