1. Нехай плоска гладка крива Г обмежує опуклу область (, площа якої дорівнює 
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. Відрізок довжиною 1 з кінцями, що лежать на кривій Г, рухається по кривій Г так, що його кінці проходять усі точки кривої, а середина описує гладку криву 
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. Знайти площу області 
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Розв’язання.
Пусть координаты концов движущегося отрезка АВ и его середины С таковы:
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Предположим (без ограничения общности), что движение происходит против часовой стрелки. Тогда, по следствию из теоремы Грина имеем
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Отсюда
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В итоге получим, что
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Поскольку при «протаскивании» отрезка АВ по кривой Г вектор 
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 длины 1 совершает поворот на 
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Следовательно, 
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2. Нехай нескінченний у обох напрямках ряд
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рівномірно збігається до функції 
[image: image16.wmf])
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Знайти 
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Розв’язання.

Аналогічно тому, як це робиться для звичайних рядів, встановлюється можливість почленного диференціювання даного ряду, після чого маємо:
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Оскільки 
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3. Знайти рівняння спільної дотичної (якщо вона існує) до графіків функцій 
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Розв’язання. 
Рівняння дотичної до кривої 
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Складемо рівняння дотичних до кривих 
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Перше рівняння
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Друге рівняння
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Дорівнюючи кутові коефіцієнти і вільні члени цих прямих, одержимо систему двох рівнянь із двома невідомими.
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З першого рівняння системи маємо
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З другого рівняння системи одержимо
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(див. перше рівняння),
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Підставимо останню рівність у рівняння (*). Одержимо
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Тоді з рівняння (*) маємо
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Рівняння спільної дотичної
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Знайдемо координати двох точок, через які проходить отримана пряма. При 
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Рис. 2

Відповідь: 
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4. Знайти опуклий многокутник мінімальної площі, який перетинається з обома вітками гіперболи 
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Розв’язання.

Доведемо, що площа будь-якого такого многокутника не менша 4. Нехай точки 
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 є точками многокутника, розташовані на вітках гіперболи і відповідно в 1, 2, 3, 4 чвертях. Площа чотирикутника ABCD  дорівнює сумі площ трикутників  OAB,  OBC,  OCD,  ODA. Обчислимо, наприклад, площу трикутника:
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яка, за нерівністю Коші, не менше 1. Аналогічно і з іншими трикутниками. В силу опуклості площа всього многокутника не менше 4. При цьому площа квадрата з вершинами на гіперболах 
[image: image65.wmf])

1

,

1

(

±

±

 дорівнює 4. 
5. Побудувати графік функції 
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Розв’язання.
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Тому достатньо дослідити монотонність та екстремуми на відрізку 
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Тому функція зростає  на відрізку 
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на інтервалі  
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,  звідки випливає, що функція строго опукла  вгору на відрізку 
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Графік нагадує стиснуту вздовж осі ординат синусоїду.

6. Розв’язати рівняння
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Розв’язання.

Знайдемо області збіжності рядів, що входять у рівняння.

Ряд 
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Отже, для рівняння маємо:  
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Розв’язок однорідної системи завідомо існує, 
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