Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порідку з постійними коефіцієнтами
Це рівняння має вигляд: 
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. Корені його характеристичного рівняння 
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3) комплексно-спряженими: 
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Їм відповідають такі загальні розв’язки:
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Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
[image: image9.wmf]'''
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Складаємо характеристичне рівняння 
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Загальний розв’язок рівняння має вигляд: 
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Приклади для с.р.
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
[image: image14.wmf]'''
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Складаємо характеристичне рівняння 
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Загальний розв’язок рівняння має вигляд 
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Приклади для с.р.
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Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння: 
[image: image19.wmf]'''
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Складаємо характеристичне рівняння 
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Загальний розв’язок рівняння має вигляд 
[image: image23.wmf](
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Приклади для с.р.
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Приклад 4. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, що задовольняє даним початковим умовам: 
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Характеристичне рівняння 
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 має комплексні корені: 
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Загальний розв’язок рівняння має вигляд: 
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Знаходимо частинний розв’язок даного рівняння, що задовольняє умовам: 
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Значить, частинний розв’язок нашого рівняння має вигляд: 
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 Приклад для с.р. 
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Приклад 5. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, що задовольняє даним початковим умовам: 
[image: image44.wmf]'''
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 Складаємо характеристичне рівняння: 
[image: image47.wmf]2

0

ll

+=

; 
[image: image48.wmf](

)

10

ll

+=

; 
[image: image49.wmf]1

0

l

=

; 
[image: image50.wmf]2

1

l

=-


Загальний розв’язок даного диференціального рівняння має вигляд: 
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Знаходимо частинний розв’язок даного диференціального рівняння, що задовольняє умовам: 
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Значить, частинний розв’язок нашого диференціального рівняння має вигляд: 
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Приклад для с.р. 
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Приклад 6. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, що задовольняє початковим умовам: 
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Складаємо характеристичне рівняння 
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Загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд 
[image: image71.wmf]33
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Знаходимо частинний розв’язок диференціального рівняння, що задовольняє початковим умовам 
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. Маємо систему: 
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Частинний розв’язок нашого диференціального рівняння має вигляд 
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Приклад для с.р. 
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Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння з постійними коефіцієнтами 

Це рівняння виду: 
[image: image87.wmf](
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. У різних інженерних застосуваннях права частина 
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 даного рівняння у багатьох випадках має спеціальний вид: 
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Приклад 1. Розв’язати задачу Коші диференціального рівняння 
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Запишемо однорідне диференціальне рівняння 
[image: image108.wmf]'''

760

yyy

-+=


Характеристичне рівняння 
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 має корені 
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Загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння є функція: 
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Права частина нашого рівняння – спеціальна, виду 
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 і не є коренем характеристичного рівняння. Частинний розв’язок нашого диференціального рівняння визначається формулою: 
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Підставимо одержані вирази у наше диференціальне рівняння, щоб визначити коефіцієнт А: 
[image: image121.wmf]2222
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Скоротимо обидві частини останньої рівності на 
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 і прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях х у лівій і правій частинах: 
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Частинний розв’язок має вигляд: 
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Для того, щоб розв’язати задачу Коші і знайти частинний розв’язок, знайдемо 
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Використовуючи початкові умови, одержуємо лінійну систему рівнянь для визначення значень довільних констант 
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. Значить, частинний розв’язок, що задовольняє даним початковим умовам, має вигляд 
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Приклад для с.р.  
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Приклад 2. Розв’язати диференціальне рівняння 
[image: image143.wmf]'''2
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Запишемо однорідне диференціальне рівняння 
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Характеристичне рівняння 
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 має корені: 
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Загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння є функція: 
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Права частина нашого рівняння – спеціальна, виду 
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 і не є коренем характеристичного рівняння. Частинний розв’язок нашого диференціального рівняння визначається формулою: 
[image: image152.wmf]2

част

YAxBxC

=++

. Знайдемо 
[image: image153.wmf]'

част

Y

, 
[image: image154.wmf]''

част

Y

: 
[image: image155.wmf]'

2

част

YAxB

=+

, 
[image: image156.wmf]''

2

част

YA

=


Підставимо одержані вирази у наше диференціальне рівняння, щоб визначити коефіцієнт А, B, C:
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Порівняємо коефіцієнти при однакових степенях х у лівій і правій частинах:
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Частинний розв’язок має вигляд 
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Загальним розв’язком рівняння є функція: 
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Приклад для с.р. 
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Приклад 3. Розв’язати задачу Коші диференціального рівняння 
[image: image165.wmf]'''
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Запишемо однорідне диференціальне рівняння 
[image: image168.wmf]'''
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Характеристичне рівняння 
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 має корені 
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Загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння є функція: 
[image: image172.wmf]2
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Права частина нашого рівняння – спеціальна, виду 
[image: image173.wmf](
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 у випадку нашого рівняння. Частинний розв’язок нашого диференціального рівняння визначається формулою: 
[image: image175.wmf]sincos
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. Знайдемо 
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Підставимо одержані вирази у наше диференціальне рівняння, щоб визначити коефіцієнт А і В:

 
[image: image180.wmf](
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Прирівняємо коефіцієнти при функціях 
[image: image181.wmf]sin
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 у лівій і правій частинах: 
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Частинний розв’язок має вигляд: 
[image: image189.wmf]cos2sin
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;  Загальним розв’язком рівняння є функція 
[image: image190.wmf]12
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Для того, щоб розв’язати задачу Коші і знайти частинний розв’язок, знайдемо 
[image: image191.wmf]'
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Використовуючи початкові умови, одержуємо лінійну систему рівнянь для визначення значень довільних констант 
[image: image193.wmf]1
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. Значить, частинний розв’язок, що задовольняє даним початковим умовам, має вигляд 
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Приклад для с.р. 
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Приклад 4. Розв’язати диференціальне рівняння 
[image: image202.wmf]'''
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 Запишемо однорідне диференціальне рівняння 
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Характеристичне рівняння 
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 має корені: 
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Загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння є функція: 
[image: image207.wmf]1
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Права частина нашого рівняння – спеціальна, виду 
[image: image208.wmf](
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. Частинний розв’язок нашого диференціального рівняння визначається формулою: 
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Підставимо одержані вирази у наше диференціальне рівняння, щоб визначити коефіцієнт А, B:
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 Скоротимо обидві частини останньої рівності на 
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 і прирівняємо коефіцієнти при функціях 
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Частинний розв’язок має вигляд 
[image: image231.wmf]74
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Загальним розв’язком рівняння є функція: 
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Приклад для с.р. 
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Приклад 5. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
[image: image234.wmf]'''
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Запишемо однорідне диференціальне рівняння 
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Характеристичне рівняння 
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0

ll

+=

 має корені: 
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Загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння є функція: 
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Права частина нашого рівняння – спеціальна, виду 
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 і  є коренем характеристичного рівняння. Частинний розв’язок нашого диференціального рівняння визначається формулою: 
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Підставимо одержані вирази у наше диференціальне рівняння, щоб визначити коефіцієнт А, B:
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Порівняємо коефіцієнти при однакових степенях х у лівій і правій частинах:
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Частинний розв’язок має вигляд 
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Загальним розв’язком рівняння є функція: 
[image: image255.wmf]2

12

3

x

част

yyY

СCexx

-

=+=++-

%



Приклад для с.р. 
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Приклад 6. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння 
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Запишемо однорідне диференціальне рівняння 
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Характеристичне рівняння 
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 має корені: 
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Загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння є функція: 
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Права частина нашого рівняння – спеціальна, виду 
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 і  є коренем характеристичного рівняння. Частинний розв’язок нашого диференціального рівняння визначається формулою: 
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. Знайдемо 
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Підставимо одержані вирази у наше диференціальне рівняння, щоб визначити коефіцієнт А:
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Скоротимо обидві частини останньої рівності на 
[image: image275.wmf]5
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 і прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях х у лівій і правій частинах:
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Частинний розв’язок має вигляд 
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Загальним розв’язком рівняння є функція: 
[image: image280.wmf]55

12

2

5

xx

част

yyY

СCexe

=+=++

%


Для того, щоб розв’язати задачу Коші і знайти частинний розв’язок, знайдемо 
[image: image281.wmf]'
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Використовуючи початкові умови, одержуємо лінійну систему рівнянь для визначення значень довільних констант 
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 Значить, частинний розв’язок, що задовольняє даним початковим умовам, має вигляд 
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Приклад для с.р. 
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Приклад для с.р. 
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Приклад для с.р. 
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Приклад 7. Розв’язати диференціальне рівняння методом варіації довільних констант 
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Запишемо однорідне диференціальне рівняння 
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Характеристичне рівняння 
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має корені 
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Загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння є функція: 
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Вважаємо, що 
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Визначаємо 
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Ця система для даного рівняння має вигляд: 
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Розв’яжемо одержану систему за формулами Крамера і знайдемо 
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Щоб знайти 
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 розв’яжемо диференціальне рівняння 
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Значить, загальний розв’язок даного диференціального рівняння має вигляд:
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Приклад для с.р. 
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