Невласні інтеграли
a) Невласні інтеграли з нескінченними межами інтегрування.

Якщо функція 
[image: image224.png]


 неперервна на проміжку 
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 називається невласним інтегралом I-го роду і позначається 
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Якщо границя у правій частині рівності існує і нескінченна, то невласний інтеграл називається збіжним. Якщо ж границя не існую або дорівнює нескінченності, то невласний інтеграл називається розбіжним.

Аналогічно визначається інтеграл на проміжку 
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Приклад 1. Обчислити інтеграл
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Даний інтеграл збігається.


Приклад 1. (для самостійної роботи) Обчислити
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Приклад 2. Обчислити інтеграл 
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Даний інтеграл розбігається

Приклад 2. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Приклад 3. Обчислити інтеграл 
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Даний інтеграл розбігається

Приклад 3. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Приклад 4. Обчислити інтеграл 
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Даний інтеграл збігається

Приклад 4. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Приклад 5. Обчислити інтеграл
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Не існує дана границя. Значить, інтеграл розбігається.


Приклад 5. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Приклад 6. Обчислити інтеграл
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Даний інтеграл розбігається.


Приклад 6. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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b) Невласні інтеграли від розривних функцій. 

Якщо функція 
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 і має нескінченний розрив у точці 
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 називається невласним інтегралом другого роду і позначається 
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Якщо у правій частині границя існує і скінченна, то невласний інтеграл збігається. Якщо ж границя не існує або дорівнює нескінченності, то невласний інтеграл називається розбіжним.

Аналогічно, якщо функція 
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Приклад 7. Обчислити інтеграл 
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Інтеграл розбігається


Приклад 7. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Приклад 8. Обчислити інтеграл
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Інтеграл розбігається


Приклад 8. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Приклад 9. Обчислити інтеграл
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Інтеграл розбігається.

Приклад 9. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Приклад 10. Обчислити інтеграл 
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Інтеграл розбігається


Приклад 10. (для самостійної роботи) Обчислити інтеграл 
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Геометричне застосування визначеного інтеграла

1. Обчислення площ у декартових координатах

Якщо функція 
[image: image37.wmf](
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 і неперервна на відрізку 
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, то площа криволінійної трапеції аАВв, що обмежена графіком функції 
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Приклад 1. Знайти площу фігури, що обмежена графіками функцій
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Приклад 1. (для самостійної роботи)
Знайти площу фігури, що обмежена графіками функцій 
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Приклад 2. Знайти площу фігури, що обмежена графіком функції 
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Приклад 2. (для самостійної роботи)
Знайти площу фігури, що обмежена графіком функції 
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Приклад 3. Знайти площу плоскої фігури, що обмежена кривою 
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 і віссю Ох. 
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Знайдемо точки перетину кривої з віссю Ох:
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Приклад 3. (для самостійної роботи)

Знайти площу плоскої фігури, що обмежена кривою 
[image: image61.wmf](
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Приклад 4. Обчислити площу фігури, обмежену лініями 
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Знаходимо точки перетину даних кривих і будуємо шукану фігуру:
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Приклад 4. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, обмежену лініями 
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Приклад 5. Обчислити площу фігури, обмежену лініями 
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Приклад 5. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, обмежену лініями 
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2. Обчислення площ, якщо лінії задано у параметричному вигляді.
Якщо верхня границя АВ криволінійної трапеції задана параметричним рівнянням 
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Приклад 6. Обчислити площу фігури, обмежену еліпсом: 
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Запишемо параметричне рівняння еліпса: 
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З урахуванням властивостей симетрій фігури і формули, маємо:
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Приклад 6. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, обмежену еліпсом: 
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Приклад 7. Обчислити площу фігури, що обмежена лінією: 
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Маємо:
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Приклад 7. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, що обмежена лінією: 
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3. ________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
4. Обчислення площі фігури, що задана у полярних координатах. Площа сектора ОАВ, обмеженого кривою АВ, заданого рівнянням у полярних координатах 
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Приклад 8. Обчислити площу фігури, що обмежена одним витоком спіралі Архімеда 
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Приклад 8. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, що обмежена одним витоком спіралі Архімеда 
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Приклад 9. Обчислити площу фігури, обмежену лемніскатою Бернуллі 
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З урахуванням властивостей симетрії фігури шукана площа 
[image: image110.wmf]S

 може бути обчислена за допомогою: 
[image: image111.wmf]4
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Приклад 9. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, обмежену лемніскатою Бернуллі 
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Приклад 10. Обчислити площу фігури, обмежену лініями 
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З урахуванням симетрії фігури шукана площа може бути знайдена за формулою:
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Приклад 10. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, обмежену лініями 
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Приклад 11. Обчислити площу фігури, що обмежена лініями 
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Скористаємося формулою :
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Приклад 11. (для самостійної роботи) Обчислити площу фігури, що обмежена лініями 
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Геометричне застосування визначеного інтеграла

1. Обчислення довжини дуги кривої, що задана у декартових координатах.
Нехай дуга 
[image: image126.wmf]»

AB

 кривої задана рівнянням 
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Приклад 1. Обчислити довжину дуги кривої 
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Згідно формули будемо мати:
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Приклад 1. (для самостійної роботи) Обчислити довжину дуги кривої 
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, абсциси кінців якої 
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Приклад 2. Обчислити довжину дуги кривої 
[image: image137.wmf]4
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Згідно формули будемо мати:
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Приклад 2. (для самостійної роботи) Обчислити довжину дуги кривої 
[image: image141.wmf]1

k

yx

k

=

+

, що заключається між точками з абсцисами 
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2. Обчислення довжини дуги кривої, що задана параметричними координатами.
Нехай дуга 
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 кривої задана рівнянням 
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 обчислюється за формулою: 
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Приклад 3. Обчислити довжину однієї арки циклоїда 
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Якщо розглядаємо одну арку циклоїда, то 
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 змінюється від 0 до 
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Тоді :
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Приклад 3. (для самостійної роботи) . Обчислити довжину однієї арки циклоїда 
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Приклад 4. Знайти довжину кола 
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Згідно формули 
[image: image155.wmf](

)

(

)

(

)

22

'

2

22

''22

'

0

00

sin

sincos1202

cos

|

t

tt

t

xt

lxyttdtdtt

yt

b

pp

p

a

pp

=-

=+=+==×==-=

=

òòò


Приклад 4. (для самостійної роботи) Знайти довжину кола 
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3. Довжина дуги у полярних координатах. Довжина дуги 
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 кривої, що задана рівнянням 
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Приклад 5. Знайти довжину першого витка логарифмічної спіралі: 
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Приклад 5. (для самостійної роботи) Знайти довжину першого витка логарифмічної спіралі: 
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Приклад 6. Обчислити довжину кривої 
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Згідно формули 
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Приклад 6. (для самостійної роботи) Обчислити довжину кривої 
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4. Обчислення об’ємів тіл
При обертанні навколо осі Ох криволінійної трапеції аАВв площі поперечних перерізів дорівнюють: 
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Приклад 7. Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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Згідно формули: 
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Приклад 7. (для самостійної роботи) Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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Приклад 8. Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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Згідно формули: 
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Приклад 8. (для самостійної роботи) Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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Приклад 9. Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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Згідно формули: 
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Приклад 9. (для самостійної роботи) Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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Приклад 10.  Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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Згідно формули:
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Приклад 10. (для самостійної роботи) Обчислити об’єм тіла, одержаного при обертанні навколо осі Ох фігури, що лежить у площині Оху і обмежена лініями 
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