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Лекція 1

Дійсні числа.

Із   шкільного   курсу  математики  добре   знайома  нам множина раціональних чисел, які    можна представити як відношення двох цілих чисел. Згадаємо основні їх властивості. 
І група властивостей.

1) Раціональні числа упорядковані.

Для кожної пари чисел a і b має місце одне і тільки одне співвідношення:

а = b; а > b; а < b.

2) Транзитивна властивість знака „>".
Якщо а > b і b > с, то а > с;

3) Властивість густини:

Якщо а > b то існує с, що а > с > b. 
II група властивостей.

1) перемістивна властивість додавання 
а + b = b + а
2) сполучна властивість додавання 
(а + b) + с = а + (b + с) 
3)  а + 0 = а

4) для будь-якого а існує число „-а" таке, що а + (-а) = 0.

5)
Якщо  а > b то а + с > b + с.
Ш група властивостей.

1) перемістивна властивість добутку 

    аb = bа 

2) сполучна властивість добутку
    ( аb) с = а (bс ) 

3) а(1 =а

4) для будь-якого числа а (а
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0) існує  число „ 
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5)  розподільна властивість добутку відносно суми

           ( а +b )c = ас +bс
6) Якщо а> b і с > 0 то ас> bс.

Аксіома Архімеда.

Для будь-якого числа с > 0 існує  натуральне число п, таке, що п > с.

Легко бачити, що уже потреби елементарної математики приводять до необхідності розширення області раціональних чисел. Дійсно, серед раціональних чисел не існує, наприклад, числа 
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, тобто нема такого раціонального дробу   
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 (де р,q - цілі числа), квадрат якого дорівнював би 2. Для   доведення   цього   твердження   допустимо   супротивне.
Нехай існує такий дріб 
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 ( при цьому р, q не мають спільних множників ), тоді 
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, тобто р2 = 2q2. Легко бачити, що р є парним числом, а значить q - непарне. Нехай р = 2r ( r - ціле число), тоді 4r2 = 2q2; q2 = 2r2 => q - парне число. Одержане протиріччя доводить наше твердження.
Зараз поставимо задачу розширити область раціональних чисел, додаючи до них числа нового виду - ірраціональні. Разом з тим ми покажемо, що в розширеній області залишаються справедливими всі основні властивості раціональних чисел.
Розглядати теорію ірраціональних чисел будемо згідно теорії Дедекінда. В основі цієї теорії лежить поняття про перетин в області раціональних чисел.
Розглянемо розподіл множини всіх раціональних чисел на дві непустих множини А та А' (множини А,А' мають хоча б по одному числу). Ми будемо називати такий розподіл перетином, якщо виконуються наступні умови:
1) Кожне раціональне число попадає в одну і тільки одну
множину А або А'.
2) Кожне число а множини А менше кожного числа а'
множини А'.
В  цьому  випадку  множину  А  називають  нижнім  класом перетину, множину А' - верхнім класом.
Перетин буде позначати А|А'.
Аналіз показує, що існує декілька способів розподілу області раціональних чисел, які розглянемо на прикладах.
Приклад 1. (1 тип перетину). Визначимо А як множину всіх раціональних чисел а, які задовольняють нерівність а < 2, а до множини А' віднесемо всі числа а', для яких а' 
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 2.
Геометрична інтеграція: 
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Легко бачити , що таким чином ми дійсно одержали перетин. Число „2” належить класу А' і є в ньому найменшим числом. З другого боку, нема найбільшого числа в класі А (чому?).

Приклад 2. (2  тип  перетину ). До  нижнього класу  А віднесемо всі раціональні числа а 
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 2, до верхнього а' > 2 Геометрична інтерпретація:
                                                                                      x
                                                        2

Це також буде перетином, причому в верхньому класі не буде найменшого, а в нижньому класі є найбільше. 
Приклад 3. ( 3 тип перетину ). Віднесемо до класу А всі додатні числа, для яких а2 < 2, число 0, а також всі від'ємні раціональні  числа.  До класу А'  -  всі додатні раціональні числа, для яких а2 > 2. 
Геометрична інтерпретація:

                                                                                          x
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Легко перевірити, що маємо перетин. Але в класі А нема найбільшого  числа,  а в  класі  А'  найменшого.  Доведемо, наприклад, перше твердження (друге доводиться аналогічно). Нехай а - будь-яке додатне число класу А, тоді а2 < 2. Покажемо, що можна підібрати таке n, що 
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 також буде належати А.

Маємо: 
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, що завжди можливо за аксіомою Архімеда.
Приклад 4. Покажемо, що не може існувати перетин, для якого одночасно в нижньому класі А є найбільше число а0, а в верхньому - найменше число а0'. 

Геометрична інтерпретація:
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Нехай, насправді, такий перетин існує. Використовуючи властивість густини раціональних чисел, візьмемо будь-яке число с, таке, що а0 < с < а0' . Число с 
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 А, с 
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 А', а це суперечить означенню перетину, так як число с не входить ні в клас А, ні в клас А'
Таким чином, перетин може бути трьох типів: 

І - в нижньому класі нема найбільшого раціонального числа, а в верхньому є найменше раціональне число. 
II - в нижньому класі А є найбільше раціональне число, а в верхньому А' нема найменшого.
III - в нижньому класі А нема найбільшого, а в верхньому класі нема найменшого.
В перших двох випадках перетин проводиться раціональним числом г, яке являється граничним між класами А і А'. Цей перетин визначає раціональне число г. В третьому випадку граничного раціонального числа не існує. В цьому випадку перетин визначається ірраціональним числом а.

 Означення. Перетин в області раціональних чисел в разі відсутності граничного раціонального числа представляє собою ірраціональне число.
Для ірраціонального числа ми не будемо вводити додаткових позначень, а завжди будемо пов'язувати ірраціональне число а з тим перетином А|А' в області раціональних чисел, який його визначає.
Сукупність раціональних і ірраціональних чисел називають дійсними   числами.   Поняття   дійсного   числа   є   одним   із основних понять математичного аналізу. 

Зауваження. Для того, щоб використовувати термін перетину для дійсних чисел взагалі, введено узагальнення перетину для раціонального    числа,    а   саме:    перетин   А|А'    визначає раціональне число r, якщо виконується умова 
а < r; а 
[image: image19.wmf]³

 r.
Упорядкованість області дійсних чисел.
Означення. Два ірраціональних числа ( і (, які визначаються відповідно перетином А|А' і В|В',  вважаються рівними в тому і тільки тому випадку, коли ці перетини тотожні. 
Зауваження. Це означення можна перенести і на раціональні числа, враховуючи, що а < r; а' 
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 r.
Означення. Якщо ірраціональне число ( визначається перетином А|А', то вважається, що ( більше всіх раціональних чисел класу А, і в той же час всі раціональні числа класу А' більше ( .
Означення.    Якщо    два   ірраціональних    числа    ( і ( визначаються   перетином   А|А'   і   В|В',   то   вважається ірраціональне число більше, у якого нижній клас більше. 

Зауваження.   Це   означення   може   бути   перенесене   і   на раціональні числа.

Основні властивості дійсних чисел.
1.  Для кожної пари дійсних чисел  ( і (  має місце одне і
тільки одне співвідношення.
( = (,      ( > (,        ( < (.
Доведення. Якщо перетин А|А', який визначає число (, співпадає з перетином В|В', який визначає число (, то згідно означення   ( = (. Якщо перетини не співпадають, то або А повністю включає в себе В (тоді ( > (), або B повністю включає в себе А, тоді ( < (.
2. Якщо ( > (,  ( > (, тоді ( > (.
Доведення. Нехай числа (, (, (  визначаються перетинами
А|А', В|В', С|С'.
Якщо ( > (, то В 
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 А, якщо ( > (, то С 
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 В => С 
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 B 
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 A =>     С 
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 А => ( >  (. Для доведення інших властивостей доведемо наступні леми.
Лема 1. Для будь-яких двох дійсних чисел ( і ( ( для визначеності  ( > () завжди знайдеться раціональне число r таке, що ( > r > (.

Доведення. Так як ( > (, то В 
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 А. Тому в А знайдеться раціональне число r, яке не входить в В, і таки чином, входить в В'. Для нього маємо r > (. Оскільки в А нема найбільшого раціонального числа, r не співпадає з ( , тоді ( > r > (.
Лема 2. Нехай задані два дійсних числа (  і (.  Якщо для будь-якого (  > 0 числа   ( і (  можуть бути знаходитись між одними і тими раціональними числами S і S' (S’ > ( > S; 
S' > ( > S), різниця яких менше ( (S' - S < (), то числа ( і ( рівні. 
Доведення. Доведення проведемо від супротивного. Нехай, наприклад, ( >(. За лемою 1 існують r, r', що ( > r' > r > (, тоді S' > ( > r' > r > ( > S => S' - S > r' - r = r0 > 0, що суперечить умові S' - S < (, якщо ( > r0.

Десяткове наближення ірраціонального числа.
Нехай деяке ірраціональне число 
[image: image27.wmf]a

 представляється перетином А|А'. Легко бачити, що в класі А знайдеться ціле число М, яке менше, ніж (. Додаючи до М по одиниці, прийдемо до двох послідовних цілих чисел г0 та г0 + 1 таких, що г0 < ( < г0+ 1. При цьому г0 може бути додатнім, від'ємним або нулем. Якщо поділити проміжок [г0, г0 +1] на десять рівних частин числами, то ( потрапить в один і тільки один інтервал г0, г1 < ( < r0, г1 + 0,1.
Продовжуючи цей процес на n - кроці маємо: 
г0, г1,г2...гn < (  < г0, г1,г2...гn + 0,1n.
Таким чином, в процесі знаходження десяткового наближення ірраціонального числа ( ми одержали ціле число г0 та нескінченний ряд неперіодичних чисел г0, г1,г2...гn….
Символ г0, г1,г2...гn… логічно розглядати як десяткове наближення ірраціонального числа ( .
Нехай тепер, навпаки, заданий довільний нескінченний неперіодичний дріб. Покажемо, що завжди знайдеться ірраціональне число, яке саме цей дріб і буде представляти.
З цією метою розглянемо відрізок дробу
cn = c0, c1 с2... сn;

[image: image28.wmf]'
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 = c0,  c1 с2... сn + 0,1n.
Легко бачити, що cn  < 
[image: image29.wmf]'

0

c

 для всіх n.
Тепер наступним чином проведемо перетин в області раціональних чисел: до верхнього класу А' віднесемо всі числа більше всіх cn , а до нижнього А - решту. Легко    перевірити,    що    це   перетин,    і    він   представляє ірраціональне число ( .
Покажемо, що це число єдине. Нехай існують ( і (, що cn < ( < 
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 і cn < ( < 
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. Видно, що ( і ( знаходяться в межах cn і 
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0

c

, різниця між якими 
[image: image33.wmf]'
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 - cn = 0,1n. 3 ростом n ця різниця може бути зроблена меншою від будь - якого раціонального числа ( > 0. За лемою 2, числа ( і ( рівні. Таким чином, ірраціональне число можна представити як нескінченний десятковий дріб і навпаки, нескінченний десятковий дріб представляє собою ірраціональне число.
Неперервність області дійсних чисел.
Розглянемо одну важливу властивість області всіх дійсних чисел. Розглядаючи перетин в області раціональних чисел, ми бачили, що інколи для такого перетину не знаходилось граничного раціонального числа, яке відповідало цьому перетину. Саме ця неповнота області раціональних чисел і є причиною введення нових чисел - ірраціональних. Розглянемо перетин в області всіх дійсних чисел. Під таким перетином ми будемо розуміти розподіл цієї області на дві непустих множини А, А' при якому:
1. Кожне дійсне  число  попаде в  одну і  тільки одну
множину А або А'.
2. Кожне число (   множини А менше від кожного числа
(' множини А'.
Виникає   питання:   чи  завжди  для  такого   перетину  А|А'
знайдеться граничне дійсне число?
Відповідь на це питання дає теорема Дедекінда.
Теорема Дедекінда.  Для будь-якого перетину А|А' в області дійсних  чисел  існує  дійсне   число  (,  яке  проводить   цей перетин. Це число (  буде або найбільшим в нижньому класі
А, або найменшим в верхньому класі А'.
Доведення. Позначимо через А1 множину всіх раціональних
чисел,  які  належать до класу А,  а через  
[image: image34.wmf]'
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  - множину
раціональних чисел, які належать класу А'. Легко бачити, що множини а1 та а1' утворюють перетин в області всіх раціональних чисел. Цей перетин визначає деяке дійсне число (, яке обов'язково належить одній із множин А або А'. Допустимо, що число ( попаде в нижній клас. Це число буде в цьому класі найбільшим. Якби це було не так, то знайшлося б в цьому класі число а0, яке б було більше ніж (. Згідно леми 1, між числами а0 і ( можна вставити раціональне число г, яке належить класу А та для якого виконується умова:  а0 > г > (. Таким чином ми прийшли до протиріччя: раціональне число г, яке належить нижньому класу перетину, що визначає число (, більше цього числа (а це неможливо).
Аналогічно доводиться друга частина теореми: якщо число ( належить верхньому класу А', то в цьому класі воно буде найменшим.
Зауваження. Одночасне існування в нижньому класі найбільшого дійсного числа, а в верхньому класі найменшого дійсного числа неможливе ( доведення аналогічне доведенню про неможливість одночасного існування в нижньому класі найбільшого раціонального числа, а в верхньому класі найменшого раціонального числа).
Числові   множини
Множина дійсних чисел представляє собою будь-який набір дійсних чисел (число чисел може бути як скінченим так і нескінченним).Такими множинами є, наприклад, множина натуральних чисел, множина всіх правильних дробів, множина всіх дійсних чисел між 0 та 1 та ін.
Числові множини будемо позначати великими літерами, наприклад, Х= {х}, елемент ж цієї множини - малими літерами, наприклад, х.
Означення. Якщо існує таке число М, що для всіх елементів множини виконується  умова х 
[image: image35.wmf]£

 М , то множина називається обмеженою зверху ( числом М). Число М в цьому випадку є верхньою межею множини Х= {х}.
Означення. Якщо існує таке число т, що для всіх елементів множини виконується умова х 
[image: image36.wmf]³

 т , то множина називається обмеженою знизу ( числом т). Число т в цьому випадку є нижньою межею множини Х= {х}.
Якщо множина зверху (знизу) не обмежена, то за її верхню (нижню) межу приймають „невласне число  " +
[image: image37.wmf]¥
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»). Відносно цих „невласних чисел" ми вважаємо, що для будь-якого дійсного числа ( виконується умова    -
[image: image39.wmf]¥
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.
Якщо множина обмежена зверху, то вона має нескінченну множину верхніх меж (наприклад, якщо число М є верхньою межею , то верхніми межами будуть всі числа більші, ніж М). Із всіх верхніх меж особливий інтерес представляє найменша верхня межа, яку ми будемо називати точною верхньою межею. Для позначення точної верхньої межі  множини X ми будемо використовувати символ М* = sup X = suр{х}

( супремум х)
Аналогічно, якщо множина обмежена знизу, то найбільшу із всіх нижніх меж будемо називати точною нижньою межею. Для позначення точної нижньої межі множини X ми будемо використовувати символ m* = іnf Х = іnf{х} ( інфімум х).
Основні властивості точних меж
Число (, яке є точною верхньою межею множини Х= {х}, має такі дві характерні властивості, які цілком характеризують верхню точну межу.
1.
Для всіх х 
[image: image41.wmf]Î

 X справедлива нерівність
x  
[image: image42.wmf]£

   (
2.
Для будь-якого числа   ( > 0 існує хоча б одне число х' 
[image: image43.wmf]Î

X  таке, що
х'> ( -(.
Справедливість першої властивості випливає з того, що ( є верхньою межею множини X. Щодо другої властивості, то її справедливість випливає з того, що ( є найменшою верхньою межею (у протилежному випадку знайшлося б число    ( - (, менше ніж (, яке було б верхньою межею множини X).
Аналогічно точна нижня межа ( характеризується такими двома властивостями:
1.   Для всіх х 
[image: image44.wmf]Î

 X справедлива нерівність  

х 
[image: image45.wmf]³

 (  .
2.  Для будь-якого числа ( > 0 існує хоча б одне число х" 
[image: image46.wmf]Î

 X таке, що
х" < ( + є.

Зауваження. Наведені  вище нерівності є необхідною та достатньою умовами існування точної верхньої (нижньої) межі.

Зауваження. Не слід ототожнювати точну верхню (нижню) межу з найбільшим (найменшим) елементом множини. Найбільше (найменше) число множини має належати цій множині, тоді як точна верхня (нижня ) межа множини може й не належати цій множині. Так, наприклад, множина
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 де n – натуральне число, має точну верхню межу (=1 й точну нижню межу ( =0. При цьому точна верхня межа (=1 множині X належить, а точна нижня межа ( =0 множині X не належить.
Існування точних меж
Розглянемо питання: чи завжди для обмеженої зверху (знизу) множини існує точна верхня (нижня) межа?
Відповідь на дане питання дає наступна теорема.
Теорема. Якщо множина Х= {х} обмежена зверху (знизу),то вона має і точну верхню (нижню) межу.
Доведення. Проведемо доведення по відношенню до верхньої межі. Розглянемо два випадки.
1) Серед чисел х множини X знайдеться найбільше число х1. Тоді всі числа множини X будуть задовольняти нерівність х < х' , тобто х1 буде верхньою межею множини X. З другого боку, х' є X, таким чином для будь-якої верхньої
межі М виконується нерівність х' 
[image: image48.wmf]£

 М . Тоді видно, що х1- точна верхня межа.
2) Серед чисел множини X нема найбільшого. Зробимо перетин в області всіх дійсних чисел наступним чином: до верхнього класу А' віднесемо всі верхні межі множини X, а до класу А - решту дійсних чисел. При такому перетині всі числа множини X попадуть в клас А, так як ( за допущенням) в класі А нема найбільшого числа. Таким чином, дійсно маємо перетин так як обидва класи не пусті і всі дійсні числа розподілені по класам. По основній теоремі Дедекінда існує дійсне число (, яке проводить перетин. Всі числа множини X, які належать класу А, менші цього граничного числа (. Таким чином, число ( є верхньою межею множини X і, таким чином, належить класу А' і буде там найменшим. Тоді число (, як найменша із всіх верхніх меж і буде точною верхньою межею множини X.
Аналогічно доводиться існування точної нижньою межі.

 Приклад.     Дано  дві  числові множини X ={х}  і  Y={y}, обмежені зверху. Елементами множини Z={z} є числа z= х + у. Довести, що sup{z} =   sup{x} + sup{y}.

 Розв'язання. Позначимо sup{x} = a, sup{y}= b. Тоді, згідно з властивостями     точної     верхньої    межі,     справджуються нерівності: для всіх х 
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 X    х
[image: image50.wmf]£

 a ,   для всіх   y
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 Y   y
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 b. Маємо
х + у 
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 a+b . Отже, для кожного елемента z = (х + у) 
[image: image54.wmf]Î

 Z виконується нерівність z
[image: image55.wmf]£

 a + b, тобто  число ( a + b)  є верхньою межею для множини Z={z}. Покажемо, що воно буде найменшою верхньою межею. Оскільки a є точною верхньою межею множини X, то для будь-якого додатного числа, наприклад, 
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, де ( >0, у множині X знайдеться хоча б одне число   
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 X таке,  що   
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 .  Аналогічно, у множині Y знайдеться хоча б одне число  у' є Y таке, що 
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. Отже, у множині Z є число 
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= х' + у', для якого справджується нерівність 
[image: image63.wmf]z
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 = х' + у' > а + b - (. Таким чином, число а + b задовольняє обидві властивості точної верхньої межі, а тому буде точною верхньою межею для множини Z={z}, тобто sup{х+у} = sup{х} + sup{у}.

Приклад. Дано дві обмежені числові множини X = {х} і Y={у}. Елементами множини Z={z} є числа z = х - у. Довести, що sup{z} = sup{х-у} = sup{х} - іпf{у}. 

Розв'язання. Позначимо sup{х} = а , inf'{у}= b. Тоді, згідно з властивостями точної верхньої та точної нижньої меж, справджуються нерівності: для всіх х є X   х 
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 а, для всіх у є Y   у 
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 b . 
Маємо z = х-у 
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 а - b. Отже, для кожного елемента z = х - у 
[image: image67.wmf]Î

 Z виконується нерівність z < а - b, тобто число (а – b) є верхньою межею для множини z={z}. Покажемо, що воно буде найменшою верхньою межею. Оскільки а є точною верхньою межею множини X, то для будь-якого додатного числа, наприклад, 
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, де ( >0, у множині X знайдеться хоча б одне число   
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 X таке,  що   
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 .  Аналогічно, у множині Y знайдеться хоча б одне число  у' 
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 Y таке, що 
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, де є>0. Тоді    одержимо х' - у' > 
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.     Отже, у множині Z є число 
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, для якого справджується нерівність 
[image: image76.wmf]e

-

-

>

¢

-

¢

=

¢

b

a

y

x

z

. Таким чином, число (а – b) задовольняє обидві властивості точної верхньої межі, а тому буде точною верхньою межею для множини Z={z}, тобто sup{х-у} = sup{х} - inf{у}.
Лекція 2

Числова послідовність та її границя
Означення. Числовою послідовністю називається занумерований нескінченний набір чисел, які розташовані в порядку зростання номерів 
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Зауваження. Часто числову послідовність просто називають послідовністю.
Послідовність з n - м членом 
[image: image78.wmf]n
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 позначають (хn).
Множину значень , які приймають члени 
[image: image79.wmf]n
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 послідовності (хn)  позначають { хn }.
Якщо при кожному n виконується умова 
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, то послідовність називають зростаючою; якщо 
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]n
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 - не спадною. При 
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 послідовність називають спадною, якщо 
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 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]n

x

 - не зростаючою. Зростаючі та спадні послідовності називаються монотонними.

Послідовність (
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) називається обмеженою, якщо існує стале число М > 0 таке, що |
[image: image91.wmf]n
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| < М для всіх n.

Означення. Стале число a називається границею числової послідовності (
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) , якщо для будь - якого додатного числа ( (( >0) існує такий номер N((). що при n 
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 N(() виконується умова |
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Той факт, що число «а» є границею послідовності  (хn) записують так:
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Послідовність, яка має границю, називають збіжною, в противному випадку - розбіжною. 
Геометричне тлумачення границі числової послідовності

Маємо    
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Видно, що при n >N(() всі 
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 належать інтервалу (
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      Зауваження. Із визначення випливає, що границя сталої дорівнює цій сталій, так як |
[image: image106.wmf]n
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 – с| = | с - с | = 0 < ( для будь-якого (>0 при всіх n.
Зауваження. Послідовність не може мати двох різних границь. 
Доведення. (від супротивного) Нехай
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), тоді для будь-якого ( > 0 існує N1 таке, що при n > N1 виконується умова | 
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 - а | < (; існує  N2 таке, що при n > N2 виконується умова | 
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 - b | < (. Візьмемо N = max{ N1; N2}, тоді при n > N одночасно виконуються умови |
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 > b - (, що, як видно із рисунка, неможливо, якщо 
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Приклад. Покажемо, що числова послідовність 


[image: image118.wmf]n

n

x

n

1

+

=


 має границю а = 1

Розв'язування. Нехай маємо довільне ( >0 . Покажемо, що існує   N(() таке, що виконується умова 
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Розв'яжемо дану нерівність. Маємо 
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Так як ( > 0, то n > 
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n > N(() буде виконуватись умова 
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Приклад. Покажемо, що число а = 0 не буде границею для

числової послідовності 
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Розв'язування. Нехай маємо довільне ( > 0. Знайдемо N(()  таке, що виконується умова 
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Розв'яжемо дану нерівність. Маємо 
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При      1 - (>0 (( <1) одержимо  
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Тобто нерівність 
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Тобто не можна вказати N(() таке, що при n 
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 N(() буде виконуватись умова 
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Тоді  а = 0 не буде границею даної числової послідовності.
Нескінченно малі та нескінченно великі послідовності

Означення. Послідовність (
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), яка має своєю границею число “0” називається нескінченно малою послідовністю. Тобто  
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Означення. Послідовність (
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x

) називається нескінченно великою послідовністю, якщо для будь-якого  М > 0 існує N(M) такий, що при n > N(M)       |
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Теорема.  Для того, щоб послідовність (
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)  мала границею число а, необхідно і достатньо, щоб різниця (
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Доведення. (Необхідна умова)   Нехай послідовність (
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тоді для   будь-якого ( > 0 існує N(() такий, що при 
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Достатня умова. Нехай (
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Для заданого будь-якого ( > 0 існує N(() такий, що при 
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Зауваження:   Якщо послідовність (
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Основні теореми про границі послідовностей.
Теорема 1.  Якщо послідовність (
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Доведення. Маємо 
[image: image156.wmf]Þ

=

¥

®

a

x

n

n

lim

 для будь-якого ( > 0 існує число N(() таке, що як тільки 
[image: image157.wmf])

(

e

N

n

³

 виконується умова 
[image: image158.wmf]e

<

-

a

x

n

 або 
[image: image159.wmf]e

e

+

<

<

-

a

x

a

n

.

Якщо допустити, що ( = а - р > 0 ( ( може бути довільним, в
тому числі і ( = а - р >0), то р = а - ( <
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Наслідок 1. Якщо послідовність (
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) має границю а > 0, то
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Доведення: Якщо припустити, що р = 0, то наслідок випливає з теореми.
Теорема 2. Якщо послідовність (
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Доведення. Якщо послідовність має границю, то для
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Теорема 3. Якщо маємо дві послідовності (
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Теорема 4. Якщо маємо послідовності (
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Доведення. Допустимо супротивне: а > b. 
Маємо:
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Тоді при n
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Зауваження. Ця теорема установлює можливість граничного переходу в нерівностях. Тобто якщо 
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Зауваження.   Якщо 
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Теорема 5. Якщо члени послідовностей (
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 EMBED Equation.3  [image: image212.wmf]n

z

 і при цьому 
[image: image213.wmf]a

z

x

n

n

n

n

=

=

¥

®

¥

®

lim

lim

то границя    послідовності (
[image: image214.wmf]n

y

) існує і


[image: image215.wmf]a

y

n

n

=

¥

®

lim

.
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Якщо маємо дві числові послідовності (
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Лема 1. Сумою будь-якого обмеженого числа нескінченно

малих послідовностей буде нескінченно мала послідовність.

Доведення.   Проведемо доведення для випадку двох

нескінченно малих послідовностей
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Для довільного заданого числа ( > 0 існує N1((), що при n 
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Лема 2. Добуток обмеженої послідовності (
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Доведення. Якщо (
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Приведені нижче теореми дозволяють знайти границі числових послідовностей не використовуючи означення. 
Теорема 1. Якщо послідовності (
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Доведення. Із умови теореми випливає : 
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Теорема 2.  Якщо послідовності (
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Доведення. Якщо 
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Теорема 3.    Якщо послідовності (
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Доведення. За умовою теореми маємо : 
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Приклад 1. 
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Приклад 2. 
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Враховуючи, що 
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Теорема. Нехай задана монотонна зростаюча послідовність (
[image: image314.wmf]n

x

). Якщо вона обмежена зверху (
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 < М) , то має обмежену границю. В противному випадку 
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Теорема. Нехай задана монотонна спадна послідовність (
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). Якщо вона обмежена знизу 
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Доведемо першу теорему (друга доводиться аналогічно). Якщо послідовність обмежена зверху, то вона має точну верхню межу, нехай це М*. За властивістю точної верхньої межі для будь-якого ( > О існує хоча б один елемент послідовності, нехай 
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Використаємо формулу Бінома:
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Якщо перейти від 
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 , тобто збільшити n на одиницю, то, по-перше, додається додатний член. , по-друге , кожний із написаних n + 1 членів збільшиться, так як кожний множник в дужках виду 
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 замінюється множником 
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) буде зростаючою. Доведемо, що вона буде обмежена зверху. Маємо:
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Лекція 3.

Функція однієї змінної

Функція є одним з основних понять математичного аналізу.
Означення. (По Лобачевскому М.І. і Діріхле І.). Нехай задана деяка числова множина X дійсних чисел. Якщо кожному числу 
[image: image343.wmf]X
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 за певним правилом або законом поставлено у відповідність одне дійсне число у з множини Y (
[image: image344.wmf]Y

y

Î

), то говорять, що на множині X задано функцію і записують у= f(х).

Число х називається незалежною змінною (аргументом) функції, 
X - областю визначення функції; у - значенням функції; сукупність всіх таких значень (множина Y) - областю значення функції.

Зауваження 1. Функція може позначатися по різному, наприклад : у = F(х), у = g(х), у = у(х)... Букви Р, g, у характеризують те правило, по якому одержується значення у, яке відповідає заданому х. Тому якщо одночасно розглядаються різні функції від одного й того ж аргументу х пов'язані з різними законами відповідності, то їх потрібно позначати різними буквами. 
Зауваження 2. В означенні поняття функції можна схилятися до більш загальної точки зору, а саме: припустити, що кожному значенню 
[image: image345.wmf]X
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 за певним правилом відповідає, наприклад, не одне, а кілька, навіть нескінченна множина значень у. У цьому випадку функцію називають багатозначною (на відміну від однозначної функції, означення якої було наведено)

Способи задання функцій.
1.   Аналітичний спосіб

Це є спосіб, коли функціональну залежність між х і у можна виразити за допомогою деякого аналітичного виразу або формули. В цьому випадку під областю визначення функції розуміють область існування відповідного аналітичного виразу, тобто сукупність допустимих дійсних значень х, за яких даний аналітичний вираз набуває дійсних значень.

Проте у тих випадках, коли величини, що містяться в аналітичному виразі, мають певний фізичний або геометричний зміст, область визначення функції може не збігатися з областю існування аналітичного виразу. Наприклад, якщо через х позначити радіус круга, а через у - його площу, то матимемо функціональну залежність, яка виражається формулою 
[image: image346.wmf]2
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Тут областю визначення функції є множина всіх додатних чисел, а областю існування аналітичного виразу - вся множина дійсних чисел.

Проте надалі, якщо не буде зазначено окремо, під областю визначення функції розумітимемо область існування аналітичного виразу.

Функція вважається заданою явно, якщо функціональна залежність має вид у=f(х).

Функція вважається заданою неявно, якщо функціональна залежність має вид F(х; у) = 0.

Функція вважається заданою параметрично, якщо функціональна залежність має вид
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2. Графічний спосіб (графіки функції).
 
y
                                                       y=x

 y0
 
x0
x
3.   Табличний спосіб

	X
	0
	1
	5

	У
	2
	4
	6


Границя функції

У всіх означеннях будемо припускати що точка х0 є граничною точкою множини X. (області визначення функції f(х), тобто така , що в довільному околі якої є точки множини X, відмінні від х0.

Означення ( по Коші). Число а називається границею функції f(х) в точці х0, якщо для будь якого ( > 0 можна знайти 
[image: image348.wmf]0
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, таке що для всіх х, які задовольняють нерівність 
[image: image349.wmf])
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, виконується нерівність 
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Твердження про те, що а - границя функції f(х) у точці х0 можна записати так: 
[image: image351.wmf]a
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Наведено інше означення, еквівалентне попередньому. 
Означення ( за Гейне).  Число А називається границею функції f(х) в точці х0, якщо для будь якої збіжної до х0 послідовності (
[image: image352.wmf]n

x

) усі елементи якої відмінні від х0, відповідна послідовність значень функції {
[image: image353.wmf])
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} збігається до числа А.

Зауваження. Знаходження границі функції безпосередньо на підставі означення досить складне завдання. На практиці користуються теоремами, які випливають з означення границі функції за Гейне і основних властивостей збіжних послідовностей, наведених вище.

Покажемо, що означення границі по Коші (в термінах « (, 
[image: image354.wmf]d

») і по Гейне (в термінах збіжних послідовностей) еквівалентні. Нехай число А є границя f(х) у точці х0 за першим означенням, тобто для будь-якого ( > 0 існує 
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[image: image357.wmf]e

<

-

A

x

f

)

(

.

    Вибираємо збіжну до х0 послідовність (
[image: image358.wmf]n
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), тобто для

((() > 0 існує N((), що для будь-якого n > N(() виконується нерівність
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. Але при виконанні останньої нерівності виконується умова 
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, тобто послідовність 
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має границю – число А. Маємо: 
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Доведемо тепер обернене твердження: якщо число А є

границею функції у = f(х) у точці х0 за другим означенням,

то А є границею f(х) за першим означенням.

Доведення проведемо методом від супротивного.

Припустимо, що А не є границею функції f(х) за першим

означенням. Тоді існує (0 > 0 таке, що при будь якому ( > 0 знайдеться хоча б одне число х1 із окола точки х0, що при виконанні умови 
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 все таки не виконується, тобто виконується нерівність
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1

)

(

e

³

-

A

x

f

. Візьмемо послідовність чисел (1 > 0, (2 > 0,..., (n > 0,... яка збігається до нуля, наприклад, послідовність 
[image: image366.wmf],...

1

...,

,

3

1

,

2

1

,

1

n

 Тоді для кожного значення (n існуватимуть відповідно точки xn, які задовольняють  нерівності 
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. Легко бачити, що із нерівності 
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. Отже, згідно з другим означенням границі 
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 починаючи з деякого номера повинна виконуватись нерівність  
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. Отже, наше припущення, що число А не є границею функції f(х) за першим означенням не вірне. Число  А буде границею функції f(х) за першим означенням
Односторонні границі
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   Означення. Число а називається границею функції f(х) в точці х0 зліва, якщо для будь якого ( > 0 можна знайти 
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Твердження про те, що а - границя функції f(х) у точці х0 зліва можна записати так: 
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   Означення. Число а називається границею функції f(х) в точці х0 справа, якщо для будь якого ( > 0 можна знайти 
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Твердження про те, що а - границя функції f(х) у точці х0 справа можна записати так: 
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Лекція 4.

Теорема (Перша чудова границя)    
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Доведення. Нехай х > 0 . Розглянемо х поблизу нуля, тому припустимо, що
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 Відкладемо кут 
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Поділимо подвійну нерівність на sin х (sin х > 0) ,
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Розглянемо випадок, коли х < 0 . Введемо нову змінну t = -х ,

де t > 0 . Тоді 
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Таким чином незалежно від знака х виконується умова 
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Дана границя називається першою чудовою ( інколи її

називають важливою) границею.

Зауваження. Нехай маємо функцію у(х), для якої 
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Приклад. Знайти границю 
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Розв'язування. 
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Приклад. Знайти границю 
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Розв'язування. 
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Приклад. Знайти границю 
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Розв'язування.
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Друга чудова границя.
Теорема       
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Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли х >0. Оскільки   х 
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 0 ,то вважатимемо, що 0 < х < 1. Згідно аксіоми Архімеда маємо


[image: image407.wmf]1

1

+

<

£

n

x

n

, або 
[image: image408.wmf]n

x

n

1

1

1

£

<

+


Тоді виконуються такі нерівності
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Внаслідок того, що 
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нерівності:
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Тоді 
[image: image412.wmf](

)

1

1

1

1

1

1

1

1

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

<

+

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

n

x

n

n

x

n


Якщо 
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тоді границя 
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Розглянемо випадок, коли х < 0. Зробимо заміну 
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Видно, якщо х < 0, то t > 0. Маємо:
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Тоді незалежно від знака х маємо  
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Наслідок. Якщо зробити заміну 
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Наслідок. Нехай маємо функцію g(х), для якої 

[image: image426.wmf]0

)

(

lim

0

=

®

x

g

x


Тоді 
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Приклад. Знайти 
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Розв'язування.
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Маємо 
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Лекція 5.
Нескінченно малі функції

Означення. Функція 
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Згідно означення границі функції дана рівність означає, що для будь-якого числа 
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Аналогічно визначаються нескінченно малі функції при 
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Нескінченно малі функції називають нескінченно малими величинами або нескінченно малими  та позначають, як правило, 
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Прикладами нескінченно малих функцій є функції 
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Якщо взяти до уваги означення границі функції за Гейне, то легко бачити, що всі теореми про нескінченно малі послідовності залишаються справедливими і для нескінченно малих функцій.

Порівняння нескінченно малих функцій

Як відомо, сума, різниця та добуток двох нескінченно малих функцій є функція нескінченно мала. Відношення ж двох нескінченно малих функцій може вести себе по різному: бути скінченим числом, бути нескінченно малою функцією або взагалі не прямувати ні до якої границі.

Дві нескінченно малі функції порівнюються між собою за допомогою їх відношення.

Нехай 
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Означення. Нескінченно малі функції 
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Означення. Нескінченно малі функції 
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Означення. Нескінченно мала функція 
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В цьому випадку нескінченно мала функція 
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Означення. Нескінченно малі функції 
[image: image467.wmf])

(

),

(

x

x

b

a

 в точці 
[image: image468.wmf]0

x

 називаються непорівнюючими нескінченно малими, якщо 
[image: image469.wmf])

(

)

(

lim

0

x

x

x

x

b

a

®

 не існує.

Приклад. Порівняти порядок функцій  
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Розв’язування. Легко бачити, що при 
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Приклад. Порівняти порядок функцій  
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Розв’язування. Легко бачити, що при 
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 Основні теореми про нескінченно малі функції
Теорема. Границя відношення двох нескінченно малих функцій не зміниться, якщо кожну або одну з них замінити еквівалентною нескінченно малою.
Доведення. Нехай 
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   Теорема. Різниця двох еквівалентних нескінченно малих функцій є нескінченно малою функцією більш високого порядку, ніж кожна із них. 
Доведення. Нехай 
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Аналогічно доводиться, що
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Теорема. Якщо різниця нескінченно малих функцій  
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Аналогічно доводиться, що якщо 
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Використання еквівалентних нескінченно малих величин.

Знаходження границь.

Для розкриття невизначеності виду 
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Приклад. Знайти границю
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Розв’язання. Оскільки    
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Наближені обчислення.
Якщо 
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 нескінченно малу функцію більш високого порядку ( тобто 
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Дана наближена рівність дозволяє виражати одні функції через інші. Наведені вище в таблиці еквівалентності функції  можна вважати наближеними формулами, причому вони будуть справедливими при малих значеннях х . 
Приклад. Знайти наближене значення для 
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Розв’язання. Маємо 
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Для порівняння результатів по таблиці логарифмів знаходимо, що 
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Лекція 6.
Неперервність функцій

   Нехай функція 
[image: image529.wmf])

(

x

f

y

=

визначена в точці х0 та в деякому околі цієї точки.

   Означення. Функція 
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називається неперервною в точці х0 , якщо існує границя функції в цій точці і ця границя дорівнює значенню функції в цій точці, тобто
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Легко бачити, що наведені вище рівняння будуть виконуватись при одночасному виконанні наступних трьох умов:
1) функція 
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визначена в точці х0 та в деякому околі цієї точки;

2) функція 
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в точці х0 має границю;
    3)   границя функції в цій точці  дорівнює значенню функції в цій точці.

    Означення. Функція 
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Основні теореми про неперервні функції
     Теорема. Для того, щоб визначена в точці х та  деякому околі цієї точки функція 
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була неперервною в цій точці необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова
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Доведення. 

1) Доведемо необхідну умову.

 Нехай в точці х функція 
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 буде неперервною, тоді виконується умова
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Необхідна умова доведена.
2) Доведемо достатню умову. 

Нехай виконується умова
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Маємо  
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Достатня умова доведена.

    Зауваження. Часто наведену теорему приймають як означення неперервності функції ї в точці х. В цьому випадку приведене вище означення буде відігравати роль теореми..
     Теорема. Якщо в точці х0 функція неперервна, то
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Доведення. Якщо в точці х0 функція неперервна, то
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Беручи до уваги співвідношення 
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Теорема доведена.

   Зауваження. Згідно даної теореми маємо просте правило знаходження границі неперервної в точці х функції: щоб знайти границю неперервної в точці х функції при 
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достатньо у вираз функції підставити замість аргументу х  його значення х0.
Теорема. Алгебраїчна сума, добуток і відношення двох неперервних функцій є функція неперервна (для відношення за винятком тих значень аргументу, в яких дільник дорівнює нулю).

Доведення. Нехай функції f(x) і g(х) визначені на деякому проміжку і неперервні в точці x0 цього проміжку. Доведемо, наприклад, неперервність добутку F(x)=f(x)g(x)

Використовуючи теорему про границю добутку, маємо 
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Неперервність суми та відношення двох функцій доводяться аналогічно

Теорема. Нехай функція 
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неперервна у точці x0, а функція 
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 неперервна у точці 
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. Тоді складена функція 
[image: image555.wmf]))

(

(

x

u

f

y

=

 буде неперервною у точці х0. 
Доведення. В силу неперервності функції 
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тобто при 
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В силу неперервності функції 
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Тоді 
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Це і доводить, що складена функція  
[image: image563.wmf]))
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буде неперервною у точці x0.
Зауваження. Елементарною називається функція, яку можна представити у вигляді формули, що має скінчене число арифметичних дій і суперпозицій (операція взяття функції від функції) основних елементарних функцій. А тому із приведених вище теорем випливає, що будь-яка елементарна функція неперервна в кожній точці, в якій вона визначена. Цей важливий висновок дозволяє легко знаходити границі елементарних функцій в точках, де вони визначені, а саме, шукані границі будуть дорівнювати значенню функції в заданій точці.
Приклад. Знайти границю 
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Розв'язування. Оскільки в точці х=2 функція у = 
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неперервна, то 
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Основні властивості функцій, неперервних на відрізку.

Зараз розглянемо деякі властивості функцій, неперервних на відрізку. Ці властивості будуть сформульовані у вигляді теорем, які ми приведемо без доведення. 
Теорема ( Вейерштраса). Якщо функція неперервна на відрізку, то вона приймає на цьому відрізку своє найбільше та найменше значення. Геометричне тлумачення теореми.

[image: image567.png]



Неперервна на [а; Ь] функція у = f(х) приймає найбільше значення М в точці x1, а найменше m – в точці x2. Для будь-якого 
[image: image568.wmf]]
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 має місце нерівність m < f(х) < М .

Зауваження. Твердження теореми про існування найбільшого та найменшого значень може бути невірним, якщо функція задана на 
(а; b).

Теорема. Якщо функція неперервна на відрізку, то вона обмежена на цьому відрізку.

Теорема.(Больцано-Коші). Якщо функція у = f(х) неперервна на відрізку [а; b] і приймає на кінцях нерівні значення 
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, то на цьому відрізку вона приймає всі проміжні значення між А та В. 
Геометричне тлумачення теореми. 
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A
Зауваження. Якщо функція на кінцях приймає значення різних знаків, то на інтервалі існує хоча б одна точка x0, в якій функція дорівнює нулю f(x0) = 0.
Точки розриву функції та їх класифікація
Точки, в яких порушується неперервність функції, називаються точками розриву функції. Якщо х0 –точка розриву функції 
[image: image570.wmf])
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, то в цій точці принаймні не виконується одне із трьох умов означення неперервності функції, а саме:
1) функція 
[image: image571.wmf])
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визначена в околі точки х0, але не визначена в самій точці;
    2) функція 
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визначена в точці х0,  в деякому околі цієї точки , але в точці х0  не має границі;
    3) функція 
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визначена в точці х0,  в деякому околі цієї точки , в точці х0  має границю, але   границя функції в цій точці не дорівнює значенню функції в цій точці.

    Означення. Точка розриву х0 називається точкою розриву першого роду функції 
[image: image574.wmf])
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, якщо в цій точці існують скінченні односторонні границі функції, але вони не співпадають, тобто
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    Означення. Точка розриву х0 називається точкою розриву другого роду функції 
[image: image578.wmf])
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, якщо в цій точці принаймні одна із односторонніх границь функції не існує або дорівнює нескінченності.

   Означення. Точка розриву х0 називається усувною точкою розриву функції 
[image: image579.wmf])
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, якщо в цій точці існують скінченні односторонні границі функції, вони співпадають ( тобто існує границя функції ),але не дорівнюють значенню функції в цій точці, тобто
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Лекція 7

Обернена функція.

Розглянемо функцію
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, область визначення та множину значень якої позначимо відповідно через X та Y. Тоді будь-якому значенню 
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, яке дорівнює f(х0). Отже, рівняння f(х0) = у кожному 
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[image: image587.wmf]X

x

Î

0

, то кажуть, що на множині Y задано функцію 
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називають оберненою функцією до функції 
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 - прямою функцією. Слід зауважити, що не всяка функція 
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 має обернену.

Доведемо теорему, яка дає достатні умови існування та неперервності оберненої функції.

Теорема. Якщо функція 
[image: image593.wmf])
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 визначена на відрізку

[а; b] і є на ньому неперервною і зростаючою (спадною), то

для цієї функції на відрізку 
[image: image594.wmf][
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обернена функція 
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, яка на відрізку 
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 є також неперервною і зростаючою (спадною).
Доведення. Розглянемо випадок, коли функція 
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відрізку [а; b] є зростаючою. Випадок, коли функція є

спадною доводиться аналогічно. Зробимо рисунок.
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Нехай 
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. За теоремою про значення неперервної функції для будь-якого числа С, що знаходиться між числами А і В, на відрізку [f(a); f(b)] існує хоча б точка с така , що 
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 є зростаючою, то іншої точки с’=с, яка б належала відрізку [a; b] і в якій би 
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Отже, кожному числу C
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;

[

B

A

Î

 за певним правилом відповідає тільки одна точка з відрізку [a; b], а це означає, що на відрізку [А; В] задана обернена функція 
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Доведемо, що функція 
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 є неперервною в точці 
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. Використаємо означення неперервності за Коші. Візьмемо досить мале додатне число 
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 належали відрізку [a; b] (див. рисунок).  Нехай 
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, тоді для кожного числа 
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, яке задовольняє нерівність 
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 є неперервною. Оскільки точка С є довільною точкою відрізка
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Доведемо, що 
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 на відрізку 
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, які задовольняють нерівність 
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Рівномірна неперервність.

Нехай функція 
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Маємо: для 
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Допустимо, що функція 
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 неперервна на всьому проміжку, тобто неперервна в кожній точці 
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 цього проміжку. Тоді , для кожної точки 
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видно із рисунка

Тобто, число 
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     Таким чином, по відношенню до функції 
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В цьому випадку число 
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 і підходить одночасно для всіх 
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Можемо показати на прикладі, що неперервність функції у всіх точках проміжку не тягне за собою рівномірну неперервність в цьому проміжку.

Приклад. Розглянемо функцію 
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Теорема Кантора. Якщо функція 
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, то вона ё рівномірно неперервна на цьому відрізку

Лекція 8.

Похідна функції

    Для того, щоб краще зрозуміти зміст похідної, розглянемо задачу про знаходження швидкості матеріальної точки, яка вільно падає з деякої висоти (опором повітря знехтуємо). Якщо час t (сек.) відраховується від початку падіння, то пройдений за цей час шлях S (м) знаходиться, як відомо, за формулою :

                             S = 
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де g – прискорення вільного падіння.

    Для знаходження швидкості в момент часу t дамо змінній t деякий приріст 
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Знаходимо середню швидкість точки:

V = 
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   Бачимо, що середня швидкість, яка характеризує швидкість в момент часу t, залежить від 
[image: image707.wmf]D

t. Для того, щоб більш точно виразити шукану швидкість за допомогою середньої швидкості, потрібно брати менший проміжок часу 
[image: image708.wmf]D

t. Очевидно, найбільш повно характеризує швидкість руху точки в момент часу t та границя, до якої прямує середня швидкість 
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 0. Цю границю називають швидкістю нерівномірного руху матеріальної точки в момент часу t, тобто

                 V = 
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          Таким чином ми бачимо, що існують задачі, розв'язок яких пов’язаний з знаходженням границь відношення приросту функції до приросту аргументу, коли приріст аргументу прямує до нуля. Такі задачі приводять до основного поняття диференціального числення – до поняття похідної.

   Визначення похідної:

Нехай маємо функцію y = f(x), яка визначена на деякому інтервалі (при кожному значенні аргументу х із цього інтервалу функція y = f(x) має визначене значення). Нехай аргумент х одержав деякий (додатний чи від'ємний, несуттєво) приріст 
[image: image712.wmf]D

х. При цьому значення х+
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х також належить даному інтервалу.

Приріст функції при цьому становить 
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y = y(x + 
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x) – y(x).

Розглянемо відношення приросту функції 
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у до приросту аргументу 
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Означення. Якщо границя відношення приросту функції до приросту аргументу, коли приріст аргументу прямує до нуля, існує то її називають похідною функції в точці х і позначають у´(х), тобто

                                   у´(х) = 
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Зауважимо, що в загальному випадку для кожного значення х похідна у´(х) має визначене значення, тобто похідна є також функцією від х.

Поряд з позначенням у´(х) або f´(х) (позначення згідно Лагранжа), використовують інші позначення 
[image: image720.wmf]dx

dy

або 
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 (позначення згідно Лейбніца) та Dy або Df(x). (Позначення згідно Коші).

Зауважимо, що позначення 
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або 
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 зараз приймаються, як цільні символи, пізніше покажемо, що їх можна розглядати як дріб – відношення диференціалу dy (або df(x)) функції до диференціалу dx аргументу. 

     Операція знаходження похідної від функції f(x) називається диференціюванням цієї функції.

Геометричне тлумачення похідної.

Розглянемо графік деякої функції f(x) в прямокутній системі координат: 
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При деякому значенні x0 функція має значення f(x0 ). Дамо аргументу приріст 
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х. Новому значенню аргументу x0 + 
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х відповідає значення функції f(x0 + 
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х) = f(x0 ) + 
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y. Проведемо січну М1М0 і позначимо через λ кут, утворений січною з віссю Ох. З малюнка бачимо, що 
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Якщо 
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 EMBED Equation.3  [image: image732.wmf]®

0, то січна М1М0 буде повертатись навколо точки М0 і наближатися до дотичної. При цьому:
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Висновок: значення похідної в точці x0 дорівнює тангенсу кута нахилу дотичної до графіка функції f(x) в точці x0 . 

  При цьому рівняння дотичної має вигляд:
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Оскільки нормаль і дотична взаємно перпендикулярні прямі (добуток їх коефіцієнтів кутового нахилу дорівнює „-1”), рівняння нормалі до графіка функції в точці x0 має вид
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Означення. Якщо функція y=f(x) має похідну в точці х, то вона називається диференційованою в цій точці.

       Якщо функція диференційована в кожній точці деякого відрізку [a;b] (інтервалу (a;b)), то вона називається диференційованою на відрізок [a;b] (інтервалі (a;b)).

    Приклад обчислення похідної.

Для прикладу обчислення похідної згідно означення знайдемо похідну функції y=sinx. Маємо:
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Односторонні похідні.

   Перейдемо до розгляду так званих односторонніх похідних.

Нехай 
[image: image739.wmf]D

х наближається до нуля праворуч, тобто 
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х→0, але 
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х>0. Якщо існує границя
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х>0)       (
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х>0)

то цю границю називають правосторонньою похідною в точці x0 і позначають 
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Аналогічно, якщо існує границя 
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то цю границю називають лівосторонньою похідною в точці x0 і позначають 
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Зауваження 1. Якщо функція f(x) задана на відрізку [a;b], то під похідною в точці „а” розуміють правосторонню похідну, а в точці „b” – лівосторонню.

Зауваження 2. Якщо у внутрішній точці x0 
[image: image750.wmf]Î

(a;b) функція f(x) має похідну, то в цій точці f(x) має односторонні (правосторонню і лівосторонню) похідні, які дорівнюють похідній у цій точці.

Означення. Якщо в точці x0 
[image: image751.wmf]Î

(a;b) 
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∞, то це невласне число називають нескінченною похідною функції f(x) у точці x0 .

  Аналогічно визначаються односторонні нескінченні похідні.
Лекція 9.
                           Похідна сталої  функції    

     Нехай маємо сталу функцію   
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Доведення.    Згідно означення маємо
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Таким чином 
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Похідна степеневої функції
  Нехай маємо степеневу функцію   
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Доведення.    Згідно означення маємо (
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Розглянемо випадок, коли х=0. Тоді
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Таким чином, при 
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)

0

(

=

¢

y

. Такий результат можна одержати по формулі 
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 для всіх значень аргументу із області визначення похідної.

Приклад. Знайти похідну функції  
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Розв’язування.  Маємо  
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Приклад. Знайти похідну функції  
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Розв’язування.  Маємо  
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Похідна показникової  функції

     Нехай маємо показникову функцію   
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Доведення.    Згідно означення маємо
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Таким чином  
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Приклад. Знайти похідну функції  
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Розв’язування.  Маємо  
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Приклад. Знайти похідну функції  
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Розв’язування.  Маємо  
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Похідна логарифмічної функції

  Нехай маємо логарифмічну функцію   
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Доведення.   Розглянемо спочатку функцію 
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 Згідно означення маємо
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Оскільки  
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Похідні тригонометричних функцій

Похідна  y= sinx.

Вище було показано, що 
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  Нехай маємо функцію   
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Доведення. Маємо 
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 тоді, використовуючи правило диференціювання складної функції, одержимо
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    Нехай маємо функцію   
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Доведення. Маємо  
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Нехай маємо функцію   
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Доведення.  Маємо  
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Похідні обернених тригонометричних функцій

 Нехай маємо функцію   
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Доведення. Розглянемо обернену функцію 
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Використовуючи правило диференціювання оберненої функції, одержимо
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Нехай маємо функцію   
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Доведення. Розглянемо обернену функцію 
[image: image812.wmf]y

x

cos

=

, тоді


[image: image813.wmf]y

x

y

sin

1

-

=


Використовуючи правило диференціювання оберненої функції, одержимо
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Нехай маємо функцію   
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Доведення. Розглянемо обернену функцію 
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Використовуючи правило диференціювання оберненої функції, одержимо
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Нехай маємо функцію   
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Доведення. Розглянемо обернену функцію 
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Використовуючи правило диференціювання оберненої функції, одержимо
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Похідні гіперболічних функцій

Нехай маємо гіперболічний синус   
[image: image825.wmf]shx

y

=

, тоді  
[image: image826.wmf]chx

y

=

¢


Доведення.   

Маємо 

 
[image: image827.wmf]chx

e

e

e

e

e

e

shx

y

x

x

x

x

x

x

=

+

=

¢

-

¢

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

¢

=

¢

-

-

-

2

2

)

(

)

(

2

)

(


Таким чином
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Нехай маємо гіперболічний косинус   
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Таким чином
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Нехай маємо гіперболічний тангенс   
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Доведення.  Використовуючи правило диференціювання відношення функцій, одержимо 
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Таким чином 
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Нехай маємо гіперболічний котангенс   
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Доведення.  Використовуючи правило диференціювання відношення функцій, одержимо 
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Таким чином 
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Одержані результати занесемо у таблицю, яку назвемо таблицею похідних
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Лекція 10.
Похідні  вищого порядку
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   Похідна від похідної другого порядку, якщо вона існує, називається похідною третього порядку і позначається 
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   Похідні порядку вище першого називаються похідними вищого порядку.

Зауваження. Починаючи з похідної четвертого порядку , похідні позначають римськими цифрами або числами в дужках 
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Приклад. Знайти похідну другого порядку  функції 
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Механічний зміст похідної  другого порядку
Нехай матеріальна точка М рухається по закону 
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Таким чином маємо, що друга похідна від закону руху матеріальної точки є  її прискоренням.

Похідні вищого порядку неявно заданої функції
Нехай функція задана неявно у вигляді  рівняння 
[image: image889.wmf].

0

)

;

(

=

y

x

F

 Продиференцируємо це рівняння по х і розв’язавши одержане рівняння відносно 
[image: image890.wmf]y

¢

знайдемо першу похідну функції. Продиференцируємо по х першу похідну, одержимо другу похідну від неявно заданої функції. В неї будуть входити 
[image: image891.wmf]y

y

x

¢

,

,

  .  Якщо підставити раніше знайдений вираз для першої похідної  у вираз другої похідної, можна виразити 
[image: image892.wmf]y

¢

¢

через 
[image: image893.wmf]y

x

,

.  Аналогічно можна знайти похідну третього порядку, четвертого і так далі.
 Приклад. Знайти 
[image: image894.wmf]y

¢

¢

¢

, якщо 
[image: image895.wmf]1

2

2

=

+

y

x

.

Розв’язання. Диференцируємо по х  обидві частини заданого рівняння, одержимо  
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Маємо     
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Похідні вищого порядку від функції, яка задана параметрично

Нехай маємо функцію, яка задана параметрично
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Як відомо, перша похідна заходиться за формулою

[image: image903.wmf]t

t

x

x

y

y

¢

¢

=

¢

.

  Знайдемо другу похідну.

За означенням другої похідної маємо
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Тобто 
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Останню формулу можна записати інакше. Ураховуючи, що
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Знаходимо третю похідну. Використовуючи аналогічний підхід, маємо
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